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基于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系统的
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与守恒量
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摘　要：研究基于两类非标准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数 （指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数）的动力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
Ｍｅｉ对称性及其守恒量。首先，给出基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数和 Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称
性的定义与判据；其次，提出由系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量与Ｍｅｉ守恒量的存在条件及其形
式，给出四个ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性定理。最后，举例说明结果的应用。
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　　动力学系统的对称性与守恒量因其具有重要的
数学意义与物理意义，现已成为分析力学一个活跃

的研究方向，并在现代数学、力学、物理学中占有

及其重要的地位。力学系统的对称性主要有

Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性、Ｌｉｅ对称性和Ｍｅｉ对称性，相应的
守恒量主要有 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量、Ｈｏｊｍａｎ守恒量和
Ｍｅｉ守恒量［１－６］。随着研究的深入，诸多学者对两

种以上对称性进行了研究，并已取得一些成
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果［７－１１］。非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，又称非自然
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，不同于经典的 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数，它没
有动能与势能的明显区分。近年来，对于基于非标

准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系统的研究已经取得一系
列成果。Ｍｕｓｉｅｌａｋ［１２－１３］研究了耗散系统中获得非标
准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的方法及其存在条件，ＥｌＮａｂｕｌ
ｓｉ［１４－１５］研究了非线性动力学系统基于两类非标准
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的作用量及动力学方程，并将非标准
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数应用于ＦｒｉｅｄｍａｎｎＲｏｂｅｒｔｓｏｎＷａｌｋｅｒ时
空中，讨论了非标准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数在宇宙学中的影
响。张毅等［１６－１７］研究了基于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
的动力学系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和降阶法。本文研
究基于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系统的
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与守恒量，给出系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
Ｍｅｉ对称性的定义和判据，建立 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称
性与 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，Ｍｅｉ守恒量之间的联系，给
出了四个 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性定理，并结合具体算
例说明了结果的应用。

１　基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的Ｎｏｅｔｈｅｒ
Ｍｅｉ对称性与守恒量

１１　ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性
基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系统的运动微

分方程为［１６］

ｅｘｐ（Ｌ） Ｌ
ｑｓ
－ｄｄｔ

Ｌ
ｑｓ
－Ｌ
ｑｓ
ｄＬ
ｄ( )ｔ＝０

（ｓ＝１，２，…，ｎ） （１）
其中ｔ为时间，ｑｓ为广义坐标，ｑｓ为广义速度，Ｌ＝
Ｌｔ，ｑｓ，ｑ( )

ｓ 为Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。
定义１　对于基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学

系统 （１），如果一个对称性既是 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性又
是 Ｍｅｉ对称性，则称这个对称性为该系统的
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。

取时间ｔ与广义坐标ｑｓ的无限小变换
ｔ ＝ｔ＋Δｔ，ｑｓ（ｔ）＝ｑｓ（ｔ）＋Δｑｓ （２）

其展开式为

ｔ ＝ｔ＋εξ０（ｔ，ｑｋ，ｑｋ），ｑｓ（ｔ）＝
ｑｓ（ｔ）＋εξｓ（ｔ，ｑｋ，ｑｋ） （３）

其中 ε为无限小参数，ξ０，ξｓ为无限小变换的生成
元。

假设在无限小变换 （２）下，指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函
数ｅｘｐ（Ｌ）变换为

ｅｘｐ（Ｌ）＝ｅｘｐＬｔ，ｑｓ，
ｄｑｓ
ｄｔ( )[ ]

＝

ｅｘｐＬ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）＋εＸ
（１）（ｅｘｐＬ）＋Ｏ（ε２） （４）

其中

Ｘ（１） ＝ξ０

ｔ
＋ξｓ


ｑｓ
＋（ξｓ－ｑｓξ０）


ｑｓ

（５）

如果无限小变换 （２）的生成元ξ０和ξｓ满足方程
Ｅｓ［Ｘ

（１）（ｅｘｐ（Ｌ））］＝０ （６）

其中Ｅｓ＝
ｄ
ｄｔ

ｑｓ
－
ｑｓ
，方程 （６）称为Ｍｅｉ对称性

的确定方程，则相应的对称性为基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ
函数的动力学系统的Ｍｅｉ对称性；如果存在规范函
数ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）使无限小生成元 ξ０，ξｓ满足
Ｎｏｅｔｈｅｒ等式

Ｌ
ｔξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋

ξ０＋ｅｘｐ（－Ｌ）Ｇ
·

Ｎ ＝０ （７）
则相应的对称性为基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。于是有

判据１　如果存在规范函数ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ），
使得无限小生成元ξ０，ξｓ满足判据方程

Ｌ
ｔξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）{ ＋

ξ０＋ｅｘｐ（－Ｌ）Ｇ
·

Ｎ}　　
２

＋

｛Ｅｓ［Ｘ
（１）（ｅｘｐ（Ｌ））］｝２ ＝０ （８）

则相应的对称性为基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学
系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。
１２　ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的守恒量

定理１　对于基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学
系统 （１），ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性可导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒
量，形如

ＩＮ ＝ｅｘｐ（Ｌ）ξ０＋

ｅｘｐ（Ｌ）Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋ＧＮ ＝ｃｏｎｓｔ （９）

　　证明　因为ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性必是Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性，故存在规范函数存在规范函数 ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，
ｑｓ，ｑｓ）使得Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （７）成立。由 Ｎｏｅｔｈｅｒ定
理知，必有Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量式 （９）。

定理２　对于基于指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学
系统 （１），如果无限小生成元 ξ０，ξｓ和规范函数
ＧＭ ＝ＧＭ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）满足Ｍｅｉ对称性的结构方程

Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）ξ０＋Ｘ
（１）｛Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）｝＋Ｇ

·

Ｍ ＝０

（１０）
则系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致 Ｍｅｉ守恒量，形
如

ＩＭ ＝Ｘ
（１）（ｅｘｐＬ）ξ０＋

Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）
ｑｓ

（ξｓ－ｑｓξ０）＋ＧＭ ＝ｃｏｎｓｔ（１１）

７２
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　　证明
ｄＩＭ
ｄｔ＝

ｄＸ（１）（ｅｘｐＬ）
ｄｔ ξ０＋Ｘ

（１）（ｅｘｐＬ）ξ０＋

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）

ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋

Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）
ｑｓ

（ξｓ－ｑ̈ｓξ０－ｑｓξ０）－

Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）ξ０－Ｘ
（１）［Ｘ（１）（ｅｘｐＬ）］＝

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑｓ

－Ｘ
（１）（Ｌ）
ｑｓ

＋Ｘ
（１）（Ｌ）
ｑｓ

ｄＬ
ｄ[ ]ｔ

ｅｘｐＬ·（ξｓ－ｑｓξ０）＝０
１３　算例

已知某指数Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为［１６］

ｅｘｐ（Ｌ）＝ｅｘｐ（ｔｑｑ） （１２）
其中ｔ为时间，ｑ为广义坐标，ｑ为广义速度，试研
究该系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性及守恒量。

系统的运动微分方程为

ｔｑ̈ｑ＋ｑｑ＋ｔｑ２＋１ｔ＝０ （１３）

由式 （５）可得
Ｘ（１）（ｅｘｐ（ｔｑｑ））＝

［ξ０ｑｑ＋ｔｑξ＋ｔｑ（ξ－ｑξ０）］ｅｘｐ（ｔｑｑ） （１４）
取无限小生成元

ξ０ ＝ｔ，ξ＝－
１
ｑｌｎｔ （１５）

则有

Ｘ（１）（ｅｘｐ（ｔｑｑ））＝－ｅｘｐ（ｔｑｑ） （１６）
由式 （１２）容易验证生成元 （１５）满足 Ｍｅｉ对称
性的确定方程 （６），故生成元 （１５）相应于系统
的Ｍｅｉ对称性。由Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （７）得

ｑｑξ０＋ｔｑξ＋ｔｑ（ξ－ｑξ０）＋ξ０＋

ｅｘｐ（－ｔｑｑ）Ｇ
·

Ｎ ＝０ （１７）
将生成元 （１５）代入式 （１７），得

ＧＮ ＝０ （１８）
则生成元 （１５）相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。因
此，生成元 （１５）是基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动
力学系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。据此给出与生成
元 （１５）相应的Ｍｅｉ对称性结构方程

Ｘ（１）［ｅｘｐ（ｔｑｑ）］ξ０＋Ｘ
（１）

｛Ｘ（１）［ｅｘｐ（ｔｑｑ）］｝＋Ｇ
·

Ｍ ＝０ （１９）
其中

Ｘ（１） ＝ｔ
ｔ
－ １
ｑｌｎ( )ｔｑ＋

ｑ
ｑ２
ｌｎｔ－１ｔｑ－

( )ｑｑ （２０）

由方程 （１９）和 （２０）得

ＧＭ ＝０ （２１）
由定理２，系统存在Ｍｅｉ守恒量

ＩＭ ＝（ｔｌｎｔ＋ｔ
２ｑｑ－ｔ）ｅｘｐ（ｔｑｑ）＝ｃｏｎｓｔ

（２２）
式 （２２）是由基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系
统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的 Ｍｅｉ守恒量。再将
生成元 （１５）和规范函数 （１８）代入式 （９），得
到Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

ＩＮ ＝（ｔ－ｔｌｎｔ－ｔ
２ｑｑ）ｅｘｐ（ｔｑｑ）＝ｃｏｎｓｔ（２３）

式 （２３）是由基于指数 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系
统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。

２　基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的Ｎｏｅｔｈｅｒ
Ｍｅｉ对称性与守恒量

２１　ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性
基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系统的运动微分

方程为［１６］

（１＋α）Ｌα Ｌ
ｑｓ
－ｄｄｔ

Ｌ
ｑｓ
－αＬ

ｄＬ
ｄｔ
Ｌ
ｑ( )
ｓ
＝０

（ｓ＝１，２，…，ｎ） （２４）
其中Ｌ＝Ｌ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）为Ｌａｇｒａｎｇｅ函数。

定义２　对于基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系
统 （２４），如果一个对称性既是 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性又
是 Ｍｅｉ对称性，则称这个对称性为该系统的
ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。

假设在无限小变换 （２）下，Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数
Ｌ１＋α变换为

Ｌ１＋α ＝Ｌ１＋α ｔ，ｑｓ，
ｄｑｓ
ｄｔ( )

＝

Ｌ１＋α（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）＋εＸ
（１）（Ｌ１＋α）＋Ｏ（ε２） （２５）

如果无限小变换 （２）的生成元ξ０和ξｓ满足方程
Ｅｓ Ｘ（１）（Ｌ１＋α[ ]） ＝０ （２６）

其中方程 （２６）称为 Ｍｅｉ对称性的确定方程，则
相应的对称性为基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系统
的Ｍｅｉ对称性。如果存在规范函数 ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ｑｓ，
ｑｓ）使无限小生成元ξ０，ξｓ满足Ｎｏｅｔｈｅｒ等式

Ｌ
ｔξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋

Ｌ
１＋α

ξ０＋
１

（１＋α）Ｌα
Ｇ
·

Ｎ ＝０ （２７）

则相应的对称性为基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性。于是有

判据２　如果存在规范函数ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ），
使得无限小生成元ξ０，ξｓ满足判据方程

Ｌ
ｔξ０

＋Ｌ
ｑｓ
ξｓ＋

Ｌ
ｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）{ ＋

８２
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Ｌ
１＋α

ξ０＋
１

（１＋α）Ｌα
Ｇ
· }Ｎ ２

＋

｛Ｅｓ［Ｘ
（１）（Ｌ１＋α）］｝２ ＝０ （２８）

则相应的对称性为基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系
统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。
２２　ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的守恒量

定理３　对于基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系
统 （２４），ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性可导致 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒
量，形如

ＩＮ ＝Ｌ
１＋αξ０＋

（１＋α）ＬαＬｑｓ
（ξｓ－ｑｓξ０）＋ＧＮ ＝ｃｏｎｓｔ（２９）

　　证明　因为ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性必是Ｎｏｅｔｈｅｒ对
称性，故存在规范函数存在规范函数 ＧＮ ＝ＧＮ（ｔ，
ｑｓ，ｑｓ）使得Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （２７）成立。由Ｎｏｅｔｈｅｒ定
理知，必有Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量式 （２９）。

定理４　对于基于Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系
统 （２４），如果无线小生成元 ξ０，ξｓ和规范函数 ＧＭ
＝ＧＭ（ｔ，ｑｓ，ｑｓ）满足Ｍｅｉ对称性的结构方程

Ｘ（１）（Ｌ１＋α）ξ０＋Ｘ
（１）｛Ｘ（１）（Ｌ１＋α）｝＋Ｇ

·

Ｍ ＝０

（３０）
则系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致 Ｍｅｉ守恒量，形
如

ＩＭ ＝Ｘ
（１）（Ｌ１＋α）ξ０＋

Ｘ（１）（Ｌ１＋α）
ｑｓ

（ξｓ－ｑｓξ０）＋ＧＭ ＝ｃｏｎｓｔ（３１）

　　证明
ｄＩＭ
ｄｔ＝

ｄＸ（１）（Ｌ１＋α）
ｄｔ ξ０＋Ｘ

（１）（Ｌ１＋α）ξ０＋

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（Ｌ１＋α）
ｑｓ

（ξｓ－ｑｓξ０）＋

Ｘ（１）（Ｌ１＋α）
ｑｓ

（ξｓ－ｑ̈ｓξ０－ｑｓξ０）－

Ｘ（１）（Ｌ１＋α）ξ０－Ｘ
（１）［Ｘ（１）（Ｌ１＋α）］＝

ｄ
ｄｔ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑｓ

－Ｘ
（１）（Ｌ）
ｑｓ

＋αＬ
Ｘ（１）（Ｌ）
ｑｓ

ｄＬ
ｄ[ ]ｔ·

（１＋α）Ｌα（ξｓ－ｑｓξ０）＝０
２３　算例

已知某Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数为
Ｌ１＋α ＝（ｔｑ＋ｑ）１＋α （３２）

其中ｔ为时间，ｑ为广义坐标，ｑ为广义速度，试研
究该系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性及守恒量。

取α＝１时，系统的运动微分方程为
２ｑ＋ｔ̈ｑ＝０ （３３）

由式 （５）可得

Ｘ（１）（（ｔｑ＋ｑ）２）＝
２（ｔｑ＋ｑ）［ξ０ｑ＋ξ＋ｔ（ξ－ｑξ０）］ （３４）

取无限小生成元

ξ０ ＝ｔ，　ξ＝－ｑ／２ （３５）
则有

Ｘ（１）（（ｔｑ＋ｑ）２）＝－（ｔｑ＋ｑ）２ （３６）
由式 （３３）容易验证生成元 （３５）满足 Ｍｅｉ对称
性的确定方程 （２６），故生成元 （３５）相应于系统
的Ｍｅｉ对称性。由Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （２７）得

ｑξ０＋ξ＋ｔ（ξ－ｑξ０）＋
ｔｑ＋ｑ
２
ξ０＋

１
２（ｔｑ＋ｑ）Ｇ

·

Ｎ ＝０ （３７）

将生成元 （３５）代入式 （３７），得
ＧＮ ＝０ （３８）

则生成元 （３５）相应于系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。因
此，生成元 （３５）是基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力
学系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性。据此给出与生成元
（３５）相应的Ｍｅｉ对称性的结构方程

Ｘ（１）［（ｔｑ＋ｑ）２］＋

Ｘ（１）｛Ｘ（１）［（ｔｑ＋ｑ）２］｝＋Ｇ
·

Ｍ ＝０ （３９）
其中

Ｘ（１） ＝ｔ
ｔ
－ｑ２


ｑ
－３
ｑ
２

ｑ

（４０）

由方程 （３９）和式 （４０）得
ＧＭ ＝０ （４１）

由定理４，系统存在Ｍｅｉ守恒量
ＩＭ ＝ｑｔ

２（ｔｑ＋ｑ）＝ｃｏｎｓｔ （４２）
式 （４２）是由基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系统
的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性 （３５）导致的 Ｍｅｉ守恒量。
将生成元 （３５）和规范函数 （３８）代入式 （２９），
得到Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量

ＩＮ ＝－ｑｔ
２（ｔｑ＋ｑ）＝ｃｏｎｓｔ （４３）

式 （４３）是由基于 Ｌａｇｒａｎｇｅ幂函数的动力学系统
的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性导致的Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。

３　结　论
本文给出了基于非标准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学

系统的ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性，它既是系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称性又是 Ｍｅｉ对称性。由 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性可
以得到 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量和 Ｍｅｉ守恒量。文中基于非
标准Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对
称性推导出四个关于 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量和 Ｍｅｉ守恒量
的定理。本文的方法与结果具有普遍意义，可以推

广到其他约束力学系统。

９２



中山大学学报 （自然科学版） 第５６卷　

参考文献：

［１］　梅凤翔．李群李代数对约束力学系统的应用［Ｍ］．北
京：科学出版社，１９９９．

［２］　梅凤翔．约束力学系统的对称性与守恒量［Ｍ］．北
京：北京理工大学出版社，２００４．

［３］　ＤＪＵＫＩＤＪＳ，ＶＵＪＡＮＯＶＩＢＤ．Ｎｏｅｔｈｅｒｓｔｈｅｏｒｙｉｎ
ｃｌａｓｓｉｃａｌｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｍｅｃｈａｎｉｃｓ［Ｊ］．ＡｃｔａＭｅｃｈａｎｉ
ｃａ，１９７５，２３（１）：１７－２７．

［４］　ＨＯＪＭＡＮＳＡ．Ａｎｅｗｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｏｎｌａｗｃｏｎｓｔｒｕｃｔｅｄｗｉｔｈ
ｏｕｔｕｓｉｎｇｅｉｔｈｅｒＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｏｒＨａｍｉｌｔｏｎｉａｎｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ
ｏｆＰｈｙｓｉｃｓＡ：ＭａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄＧｅｎｅｒａｌ，１９９２，２５：２９１
－２９５．

［５］　王树勇，梅凤翔．相空间中完整约束系统的形式不变
性［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２００２，４１（６）：
１０－１３．
ＷＡＮＧＳＹ，ＭＥＩＦＸ．Ｆｏｒｍｉｎｖａｒｉａｎｃｅｏｆｈｏｌｏｎｏｍｉｃ
ｓｙｓｔｅｍｓｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉｒａｕｍＮａｔｕｒａｌｉｕｍ
ＵｎｉｖｅｒｓｉｔａｔｉｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２００２，４１（６）：１０－１３．

［６］　张毅．相空间中类分数阶变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性
与守恒量［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２０１３，
５２（４）：４５－５０．
ＺＨＡＮＧＹ．Ｎｏｅｔｈｅｒｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｆｏｒ
ａｆｒａｃｔｉｏｎａｌａｃｔｉｏｎｌｉｋｅｖａｒｉａｔｉｏｎａｌｐｒｏｂｌｅｍｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ
［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉｒａｕｍＮａｔｕｒａｌｉｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔａｔｉｓＳｕｎｙａｔｓｅ
ｎｉ，２０１３，５２（４）：４５－５０．

［７］　方建会，丁宁，王鹏．非完整力学系统的ＮｏｅｔｈｅｒＬｉｅ对
称性［Ｊ］．物理学报，２００６，５５（８）：３８１７－３８２０．
ＦＡＮＧＪＨ，ＤＩＮＧＮ，ＷＡＮＧＰ．ＮｏｅｔｈｅｒＬｉｅｓｙｍｍｅｔｒｙ
ｏｆｎｏｎｈｏｌｏｎｏｍｉｃｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａ
Ｓｉｎｉｃａ，２００６，５５（８）：３８１７－３８２０．

［８］　刘仰魁，方建会．相空间中变质量力学系统 ＬｉｅＭｅｉ
对称性的两个守恒量［Ｊ］．物理学报，２００８，５７（１１）：
６６９９－６７０３．
ＬＩＵＹＫ，ＦＡＮＧＪＨ．Ｔｗｏｔｙｐｅｓｏｆｃｏｎｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ
ｏｆＬｉｅＭｅｉｓｙｍｍｅｔｒｙｆｏｒａｖａｒｉａｂｌｅｍａｓｓｓｙｓｔｅｍｉｎｐｈａｓｅ
ｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＰｈｙｓｉｃａＳｉｎｉｃａ，２００８，５７（１１）：６６９９
－６７０３．

［９］　王雪萍，张毅．Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉ对称性与

守恒量［Ｊ］．中山大学学报（自然科学版），２０１６，５５
（４）：５３－５５．
ＷＡＮＧＸＰ，ＺＨＡＮＧＹ．ＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｎ
ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｙｏｆＢｉｒｋｈｏｆｆｉａｎｓｙｓｔｅｍ［Ｊ］．ＡｃｔａＳｃｉｅｎｔｉ
ｒａｕｍＮａｔｕｒａｌｉｕｍＵｎｉｖｅｒｓｉｔａｔｉｓＳｕｎｙａｔｓｅｎｉ，２０１６，５５（４）：
５３－５５．

［１０］　ＦＡＮＧＪＨ，ＬＩＵＹＫ，ＺＨＡＮＧＸＮ．Ｎｅｗｃｏｎｓｅｒｖｅｄ
ｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆＮｏｅｔｈｅｒＭｅｉｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆｍｅｃｈａｎｉｃａｌｓｙｓ
ｔｅｍｉｎｐｈａｓｅｓｐａｃｅ［Ｊ］．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＢ，２００８，１７
（６）：１９６２－１９６６．

［１１］　ＸＩＥＹＬ，ＪＩＡＬＱ．ＳｐｅｃｉａｌＬｉｅＭｅｉｓｙｍｍｅｔｒｙａｎｄｃｏｎ
ｓｅｒｖｅｄｑｕａｎｔｉｔｉｅｓｏｆＡｐｐｅｌｌｅｑｕａｔｉｏｎｓｅｘｐｒｅｓｓｅｄｂｙＡｐ
ｐｅｌｌｆｕｎｃｔｉｏｎ．ＣｈｉｎｅｓｅＰｈｙｓｉｃｓＬｅｔｔｅｒｓ，２０１０，２７（１２）：
１２０２０１．

［１２］　ＭＵＳＩＥＬＡＫＺＥ．ＳｔａｎｄａｒｄａｎｄｎｏｎｓｔａｎｄａｒｄＬａｇｒａｎｇ
ｉａｎｓｆｏｒｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｃｏ
ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＰｈｙｓｉｃｓＡ：Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌａｎｄ
Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ，２００８，４１（５）：２９５－３０２．

［１３］　ＭＵＳＩＥＬＡＫＺＥ．Ｇｅｎｅｒａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｔｈｅｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆ
ｎｏｎｓｔａｎｄａｒｄＬａｇｒａｎｇｉａｎｓｆｏｒｄｉｓｓｉｐａｔｉｖｅｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓ
ｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｃｈａｏｓ，ＳｏｌｉｔｏｎｓａｎｄＦｒａｃｔａｌｓ，２００９，４２
（５）：２６４５－２６５２．

［１４］　ＥＬＮＡＢＵＬＳＩＲＡ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃｓｗｉｔｈｎｏｎ
ｓｔａｎｄａｒｄＬａｇｒａｎｇｉａｎｓ［Ｊ］．ＱｕａｌｉｔａｔｉｖｅＴｈｅｏｒｙｏｆＤｙ
ｎａｍｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓ，２０１３，１２（２）：２７３－２９１．

［１５］　ＥＬＮＡＢＵＬＳＩＲＡ．ＮｏｎｓｔａｎｄａｒｄＬａｇｒａｎｇｉａｎｃｏｓｍｏｌｏｇｙ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＴｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｎｄＡｐｐｌｉｅｄＰｈｙｓｉｃｓ，
２０１３，７（１）：１－１２．

［１６］　ＺＨＡＮＧＹ，ＺＨＯＵＸＳ．Ｎｏｅｔｈｅｒｔｈｅｏｒｅｍａｎｄｉｔｓｉｎｖｅｒｓｅ
ｆｏｒｎｏｎｌｉｎｅａｒｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｎｏｎｓｔａｎｄａｒｄＬａ
ｇｒａｎｇｉａｎｓ［Ｊ］．ＮｏｎｌｉｎｅａｒＤｙｎａｍｉｃｓ，２０１６，８４（４）：
１８６７－１８７６．

［１７］　周小三，张毅．基于非标准 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数的动力学
系统的Ｒｏｕｔｈ降阶法［Ｊ］．力学季刊，２０１６，３７（１）：
１５－２０．
ＺＨＯＵＸＳ，ＺＨＡＮＧＹ．ＲｏｕｔｈＭｅｔｈｏｄｏｆｒｅｄｕｃｔｉｏｎｆｏｒ
ｄｙｎａｍｉｃａｌｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｎｏｎｓｔａｎｄａｒｄＬａｇｒａｎｇｉａｎｓ［Ｊ］．
ＣｈｉｎｅｓｅＱｕａｒｔｅｒｌｙｏｆＭｅｃｈａｎｉｃｓ，２０１６，３７（１）：１５－
２０．

０３


